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I’étude des fonctions Z-polyrégulieres, j’ai co-écrit le papier avec Gaétan DOUENEAU-TABOT, et contribué significativement
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1 Localité et théoremes de préservation

Ce document est le résumé en francais de l'article [Lop22] présenté 2 la conférence LICS 2022, dont le pdf, les slides de présen-
tations, ainsi que le fichier bibtex associé sont disponibles sur ma page web.

1.1 Résumé

Cetarticle s’intéresse au pouvoir expressif d’un fragment de la logique du premier ordre dérivé de la forme normale de Gaifman,
nommément, les combinaisons positives de formules closes basiques locales. Nous montrons que ces derniéres ont le méme pou-
voir expressif que les formules closes existentielles locales, Cest-a-dire les formules obtenues en considérant la cloture existentielle
d’une formule locale. De plus, dans le cadre des structures arbitraires, les formules existentielles locales ont le méme pouvoir
expressif que les formules préservées par les plongements élémentaires locaux, ce qui correspond 4 une généralisation du théo-
reme de Fos-Tarski. En effet, ce dernier considere les formules existentielles, qui sont précisément les formules existentielles
0-locales. Comme il est d’usage, ce théoréme de préservation ne relativise pas a la classe des structures finies, et nous démon-
trons de plus que les probleémes associés a cet échec (décider si une formule est préservée, décider si une formule est équivalente
3 une combinaison positive de formules closes basiques locales, etc.) sont indécidables.

Nous montrons cependant que la compréhension des formules existentielles locales permet d’obtenir une caractérisation des
classes de structures finies, héréditaires et closes sous union disjointe, pour lesquelles le théoreme de Fos-Tarski relativise, en
montrant que ce sont exactement celles ot le théoreme de Lo$-Tarski relativise localement, Cest-a-dire, relativise aux voisinages
des structures de la classe. Cette caractérisation permet de déduire simplement des résultats préexistants, et de construire de
nouvelles classes de structures ot1 le théoréeme de Eos-Tarski relativise.

1.2 Contextualisation

Le théoréme de Eos-Tarski est un résultat classique de la théorie des modeles, dans la lignée des théoremes de préservation [voir
par exemple CK9o, section 5.2]. En toute généralité, un théoreme de préservation sert de pont entre deux classes de formules
au premier ordre, I'une définie syntaxiquement, autre définie de mani¢re sémantique.

Théoréme [E0$55; Tar54]. Soit o une signature relationnelle finie, et ¢ une formule dans FO[o]. Les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

1. Il existe une formule existentielle ) équivalente 2 ¢,
2. Pour toute paire A C; B de structures, si A = ¢, alors B = ¢."

Comme de nombreux résultats de la théorie des modeles, les théoremes de préservation reposent en général sur I'utilisation du
théoreme de compacité de lalogique au premier ordre. Ce dernier certifie qu’un ensemble 7" de formules possede un modele * si
et seulement si toute partie finie de 7" posseéde un modele. Ce théoreme fondamental de la théorie des modeles ne relativise pas
aTensemble des structures finies. En effet, il existe un ensemble de formules qui ne posséde aucun modele fini, mais dont toute
partie finie posséde un modele fini. Il suffit par exemple de considérer les formules ¢,, disant “il existe au moins n éléments
distincts”. Une structure A qui satisfait ¢,, pour tout 7 ne peut pas étre finie, mais tout sous ensemble fini des formules ¢, est
satisfait par une structure finie A “assez grande”.

Cependant, ce n’est pas parce que la preuve des théorémes de préservation utilise un résultat qui ne relativise pas aux structures
finies que les théorémes eux-mémes ne relativisent pas au cas fini. On peut imaginer d’autres preuves, plus combinatoires, qui
permettraient d’obtenir ces correspondances entre syntaxe et sémantique dans ce cadre plus restreint. Notons que la relativi-
sation du théoreme de Lo$-Tarski au cas fini n’est pas triviale : plus de formules sont équivalentes lorsque l'on restreint notre
attention aux modgeles finis, mais simultanément, plus de formules sont préservées par extensions lorsque l'on restreint notre
attention aux structures finies.

1. On utilise la notation A C; B pour désigner l'existence d’'une fonction h: A — B telle que pour tout tuple @ € A, et toute relation R € o, si
@ € R4, alors h(@) € RB. Une telle fonction est un morphisme qui témoigne que A est une sous-structure induite de B, ou bien, de maniére équivalente
que B est une extension de A.

2. Comprendre, il existe une structure A telle que pour tout ¢ € T', A = . On dit aussi que 'ensemble T" est satisfiable.
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Pour une majorité de théoremes de préservation, il a été rapidement démontré qu’ils ne relativisent pas au cas fini [voir par
exemple Taiso; Stogs; Gur84; AG94; ou plus récemment Kupzi1], avec une exception notable : le théoréme de préservation
par homomorphisme. La question du théoréme de préservation par homomorphisme est restée ouverte jusqu’a ce que sa rela-
tivisation au cas fini soit démontrée par RossMAN [Roso8], environ 49 ans apres le premier contre exemple fourni par Tait.

En parallele des résultats négatifs obtenus sur la classe des structures finies, les relativisations des théoremes de préservations a des
classes encore plus restreintes de structures (avec degré borné, héréditaires, etc.) ont été étudiées [pour citer quelques exemples,
on peut s’intéresser aux résultats de ADKo6; ADGo8; DSa1; HHS15]. Concretement, le théoréme de Eo$-Tarski relativise 2
une classe C de structures lorsque les deux propositions suivantes sont équivalentes pour toute formule ¢ € FO[o] :

1. Il existe une formule existentielle 1) équivalente 2 ¢ sur la classe C, i.e., pour toute structure A € C, A |= @siet
seulementsi A = 1.

2. La formule ¢ est préservée par extensions sur C, i.e., pour toute paire A, B de structures dans C, telles que A C; B, si

A E @, alors B = .

Dans le cas particulier o1 C est la classe de toutes les structures, on obtient le théoréme de Los-Tarski. Lorsqu’on relativise le
théoréme aux structures finies (C est la classe de toutes les structures finies), la relativisation est fausse [ Tais9]. Le théoréme de
Eo$-Tarski relativise cependant 2 n’importe quelle classe C de structures finies contenant un nombre fini de structures, ainsi
qu’aux classes C de structures finies béréditaires, de degré borné et closes par union disjointe [ADGo8]. La preuve de ce dernier
résultat de relativisation repose sur les techniques de théorie des modeles finis, comme la localité de lalogique du premier ordre.

En effet, le théoreme de Gaifman permet de réécrire n’importe quelle formule ¢ € FO[o] en une combinaison Booléenne de
formules basigues locales [ Gai82]. Une conséquence de ce résultat est que la valeur de vérité d’une formule ¢ pour une structure
A ne dépend que des comportements locazux observables dans la structure A. Dans les preuves de relativisation, le théoreme
de localité sert de substitut au théoreme de compacité de la logique au premier ordre, en permettant de réduire le théoréme au
comportement local de la classe de structure étudiée.

1.3 Contributions

La premicre contribution de cet article est 'introduction et la caractérisation de la classe des formules existentielles locales. Les
formules existentielles locales sont obtenues comme la cloture existentielle des formules locales. En comparaison, les formules
basiques locales apparaissant dans la forme normale de Gaifman sont obtenues en quantifiant existentiellement sur un ensemble
r-indépendant de témoins d’'une formule locale avec une unique variable libre. Nous montrons dans un premier théoreme
que les formules existentielles locales ont la méme expressivité que les combinaisons Booléennes positives de formules basiques
locales. Ce résultat ne dépend pas de la classe de structure C considérée. Sur la classe de toutes les structures, les formules exis-
tentielles locales ont la méme expressivité que les formules préservées par les plongements élémentaires locanx, ce qui correspond
3 un nouveau théoréme de préservation associé a ce fragment.

Le théoreme de préservation par plongements élémentaires locaux, comme la vaste majorité des théoremes de préservation, ne
relativise pas aux structures finies. Cest la seconde contribution de cet article. En plus de fournir un exemple de formule pré-
servée par plongements élémentaires locaux sur les structures finies qui n’est équivalente 4 aucune formule existentielle locale,
nous prouvons les résultats suivants :

1. On ne peut pas décider si une formule ¢ est préservée par plongements élémentaires locaux sur la classe des structures
finies.
2. On ne peut pas décider si une formule ¢ est équivalente 2 une formule existentielle locale sur la classe des structures
finies.
3 . ) . P 7 . . / . \
3. Il n'existe pas d’algorithme qui, étant donné une formule ¢ et une garantie que celle-ci est équivalente 4 une formule
existentielle locale, calcule une formule existentielle locale équivalente 4 .

Ces théoremes d’impossibilités sont obtenus sur une signature o contenant trois relations binaires et de multiples relations

unaires. Il est certainement possible de limiter I'utilisation de ces prédicats, mais le résultat ainsi formulé est plus simple et
possede I'avantage de se préter a une analyse plus fine.

Page 4 sur 22



DocuMENT JOINT A LA LISTE DES PRODUCTIONS ArrauMmE LorEz

En effet, les formules existentielles locales peuvent se paramétrer en fonction du rayon 7 de localité de la formule existentielle-
ment quantiﬁée. Ce parametre r peut servir de curseur pour passer des formules existentielles 0-locales, qui sont précisément
les formules existentielles, aux formules oco-locales, qui capturent toutes les formules au premier ordre (sur les structures finies).
Les plongements élémentaires locanx peuvent, de la méme maniére, étre paramétrés par ce rayon 1 de localité. Ainsi, une formule
préservée par plongements élémentaires O-locaux est précisément préservée par extensions, alors qu’une formule préservée par
plongements élémentaires 0o-locanx est (sur les structures finies) précisément préservée par union disjointe : si A = ¢, alors
AW B = ¢, pour toute paire A, B de structures finies.

II existe deux autres parametres naturels sur les formules existentielles locales : le rang de quantification ¢ de la formule lo-
cale sous-jacente et le nombre £ de variables libres quantifiées existentiellement. En faisant varier les parametres r, g et k sur
les formules existentielles locales, et sur les plongements élémentaires locaux, on obtient une relaxation de la propriété de pré-
servation formulée comme suit : toute formule ¢ préservée par plongements élémentaires (7, g, k)-locaux sur les structures
finies est équivalente 4 une formule existentielle locale sur les structures finies. Cette propriété de préservation est fausse quand
r = ¢ = k = 00, mais devient vraie pour certains choix de paramétres. L’article fournit une caractérisation complete des
parametres 7, ¢, k tels que la propriété est vraie, et montre en particulier qu’elle est vraie pour r = 0 et ¢,k = 00. Ce dernier
résultat, troisiéme contribution de I’article, se traduit comme suit :

Une formule ¢ préservée par extensions sur les structures finies est équivalente 4 une formule existentielle locale.

Plus généralement, pour n’importe quelle classe C de structures finies, héréditaire et close par union disjointe, une formule ¢
préservée par extensions sur la classe C est équivalente (sur cette méme classe) & une formule existentielle locale. Ce théoréme
combinatoire (non trivial) peut se traduire en termes de forme normale de Gaifman, grice aux résultats précédents. Il implique
que toute formule ¢ préservée par extensions sur les structures finies (ou autre classe satisfaisant les hypotheses du théoreme)
posséde une forme normale de Gaifman sans négations. Cela extrait I'essence des preuves de relativisation du théoreme de Los-
Tarski basées sur la forme normale de Gaifman, dans un cadre beaucoup plus général.

En utilisant I'existence d’une formule équivalente existentielle locale donnée par le théoréme ci-dessus, prouver que le théo-
reme de Los-Tarski relativise 2 une classe C de structures héréditaire et close par union disjointe se réduit a I'étude des formules
existentielles locales préservées par extensions. Il est alors aisé de déduire le théoreme suivant, dit local-d-global, qui est la qua-
tritme et principale contribution de l'article : les deux propriétés suivantes sont équivalentes pour toute classe héréditaire C de
structures finies close par union disjointe

1. Le théoréme de F.os-Tarski relativise 2 la classe C,
2. Pour tout 7,k € N, le théoreme de Lo$-Tarski relativise a la classe des voisinages de rayon r centrés en k points des
structures de C.

De ce théoreme, on déduit immédiatement le résultat prouvé par ATSERIAS, DAWAR et GROHE [ADGo8]. De plus, on peut
construire une hiérarchie stricte de propriéeés, strictement plus faibles que celles introduites par Atserias, Dawar et Grohe,
impliquant la relativisation du théoreme de Eos-Tarski.

1.4 Conclusion

Cet article introduit une variante positive du théoréme de localité de Gaifman, caractérisée par les formules existentielles locales
et la préservation par plongements élémentaires locaux. Dans certaines classes de structures finies, les formules préservées par
extensions possedent systématiquement une forme normale de Gaifman positive, ce qui permet de réduire la relativisation du
théoreme de Lo$-Tarski a sa version localisée. Cette technique de preuve savere particulierement efficace, puisqu’elle généralise
strictement les résultats précédemment obtenus.

La notion de localité positive semble particulierement pertinente pour étudier les théorémes de préservation, mais pourrait aussi
servir d'outil, au méme titre que le théoréme de localité, dans la théorie des modeles finis. En particulier, cette notion semble
généraliser la forme normale de Gaifman existentielle proposée par GROHE et WOHRLE [GWo4].

Une des limitations de Iarticle, inhérente aux approches par localité, est que certaines classes de structures sont aussi complexes
localement que globalement. C’est par exemple le cas des cliques, dont les voisinages de rayon 1 contiennent toute la structure.
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Notons que, dans le cas des cliques, la classe obtenue en inversant la relation d’aréte (les ensembles indépendants de sommets)
est particuli¢rement bien adaptée aux techniques de localité (les voisinages sont réduits 3 un unique point). Il manque ainsi
une théorie de la localité modulo renversements (flips en anglais).
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2 Points Fixes et Topologies Noethériennes

Ce document est le résumé en francais de larticle [Lop23] présenté 4 la conférence FoSSaCS 2023, dont le pdf, les slides de
présentations, ainsi que le fichier bibtex associé sont disponibles sur ma page web.

2.1 Résumé

Les espaces Noethériens sont une famille d’espaces topologiques qui généralisent la notion de beau préordre, et qui peuvent étre
utilisés afin de démontrer la terminaison de programmes. En particulier, les espaces Neoethériens ont été utilisés pour vérifier
des systemes de transition dont la description topologique est plus adaptée qu’une présentation en terme d’ordres partiels.
Lobjectif de l'article est de décrire une topologie Neethérienne sur des espaces définis par induction. Cet objectif est atteint au
moyen d’un théoréme plus général de point fixe, lui-méme basé sur un argument de mauvaise séquence minimale topologique.

2.2 Contextualisation
2.2.1 Beaux préordres, terminaison, et systémes de transitions

Soit (@, <) un ensemble muni d’un préordre, cest-3-dire d’une relation transitive et symétrique. Une séquence (2, )nen est
bonne lorsqu’il existe une paire ¢ < j d’indices, tels que ; < ;. Au contraire, une séquence est dite mauvaise lorsqu’elle
n'est pas bonne. Par exemple, la séquence (1) ,en est bonne dans (Z, <). En revanche, la séquence (—n),, e est mauvaise dans
(Z, <).Un beau préordre est un ensemble (@, <) tel que toute séquence () nen d’éléments dans @ est bonne. On peut par
exemple déduire des exemples précédents que (Z, <) n'est pas un beau préordre, et prouver séparément que (N, <) est un
beau préordre.

Une notion similaire, qui apparait fréquemment en informatique est la notion d'ordre bien fond¢, dont la définition est la
suivante : un préordre (@), <) est bien fondé lorsque toute séquence (strictement) décroissante stationne. Ceest-3-dire, pour
toute séquence (2, )nen d’éléments de @, telle que z,, < xp, lorsque m < n, il existe un ng € N a partir duquel z,, = z,,
pour tout 2 > ng. Une autre formulation est qu’il n’existe pas de séquences infinies décroissantes. 3

La différence entre les beaux préordres et les ordres bien fondés peut se comprendre en regardant les implications suivantes
pour un ensemble préordonné fixé (@, <) :*

@ bien fondé A @ totalement ordonné
= (Q beau préordre
= (Q bien fondé

Cette généralisation des ordres bien fondés peut servir a prouver la terminaison de certains programmes. Par exemple, prenons
lalgorithme récursif suivant :

def program(a : int, b : int, ¢ : int):
if a<0or b<O0orcc<O0:

return
¢ = random.choice(["r", "1"])
if ¢ == "r":

a,b,c =a -1, b, 2%c
elif ¢ == "1":

a,b,c = 2xc, b-1, 1
program(a,b,c)

3. En travaillant dans un cadre mathématique traditionnel, de nombreuses définitions de beaux préordres et d'ordres bien fondés sont équivalentes, mais il
faudra faire attention si on travaille dans un cadre plus constructif. On peut regarder par exemple le travail sur les relations “almost full” en logique intuitionniste
[VCWr2].

4. Clest par exemple une conséquence de la définition donnée dans certaines notes de cours [SSi2, Définition 1.4].
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On peut montrer que ce programme termine sur toute instance en utilisant le fait que (N3, <) est un beau préordre ot les
inégalités se calculent point 4 point. En effet, imaginons une exécution infinie du programme et regardons I’évolution des
valeurs du triplet (ay,, by, ¢, )nen, en fonction du nombre d’appels récursif. Cette séquence est mauvaise dans (N 3. <), carsi
n < m, soit la branche r a été prise au moins une fois, auquel cas b,, > b,,,, ou bien seulement la branche r a été prise, auquel
cas @y, > Gp,. Comme (N3, <) est un beau préordre, il n’y a pas de mauvaise séquence infinie. Ainsi, ce programme termine

bien sur toute entrée.

Notons qu’un argument utilisant un ordre bien fondé est aussi possible, mais nécessite de faire un choix en donnant une
importance plus grande i certaines composantes. L'utilisation de beaux préordres a été rendue trés simple par le fait que ceux-ci
peuvent se construire aisément par composition pour étudier des conﬁgurations plus complexes. Dans ce cas précis, démontrer
que (N3, <) est un beau préordre est une conséquence du lemme de Dickson : le produit de deux beaux préordres, avec l'ordre
produit, est un beau préordre.

Il est possible de systématiser Iapproche utilisée pour prouver la terminaison de notre programme exemple, en étudiant les
mauvaises séquences de configurations du programme, et méme d’en déduire des bornes sur le temps d’exécution [Fig+11;

Schi7].

En tant qu'objet combinatoire, les beaux préordres apparaissent régulierement [Kruy2] dans des domaines variés de I'infor-
matique, allant de la théorie des graphes avec le théoreme de Robertson et Seymour [RSo4], la théorie des nombres [Higsz2].
Néanmoins, ce qui va motiver notre étude est 'application des beaux préordres aux preuves de terminaison d’algorithmes, qui
ont eu un succes notable dans leur application aux “Systémes de Transitions Bien Structurés” (WSTS) [Abd+96; AJ98; FSor;
Wei+16]. Larticle I’ ABDULLA et al. [Abd+96] a requ en 2016 le prestigieux “LICS Test-of-Time Award”.

2.2.2  Un beau préordre pathologique, et des espaces topologiques

Un probleme de taille limite I'utilisation des beaux préordres, particulierement dans I’étude de systemes de transitions infinis :
lensemble P(X) des parties d’un beau préordre X, muni de son ordre naturel <hoare [Rads4].5 Cela est problématique car
cette construction est utile, par exemple pour déterminiser un systeme [Jangg; SFr7; Abd+96]. Afin de rendre précis les consi-

érations qui suivent, écrivons désormais Porq: Préordres réordres l'opération qui associe 2 un préordre <), le
dé q t d P, Préord — Préordres l'opération q préordre (X, <), |
préordre (P(X), <noare). Le probleme soulevé par Rado peut se reformuler ainsi : il existe un beau préordre (X, <), tel que
Pord(X, <) n'est pas un beau préordre. Ce probléme a été contourné de trois maniéres différentes :

1. Une premiere solution est d’éviter l'utilisation des parties infinies, et se ramener 4 'étude des sous-ensembles finis (qui
lui est un beau préordre). Cette technique est ad-hoc.

2. Une seconde solution est de travailler avec des beaux préordres qui ne sont pas pathologiques, cest-a-dire, avec des
pré-meilleurs-ordres [Pouz2; Mil8s].

3. Une troisitme et derni¢re approche a été proposée par GOUuBAULT-LARRECQ [Gouoy], qui a remarqué que la notion
mathématique d’espace topologique Neethérien (X, 7) pouvait jouer le rdle d’une généralisation des beaux préordres
3 un cadre topologique, dans lequel la construction de I'ensemble des parties nest pas problématique.

Dans cet article, on s’intéresse A 'approche topologique proposée par les espaces Noethériens. Dans ce cadre, les analogues to-
q
pologiques des WSTS possedent des propriétés similaires en terme de décidabilité, et on peut méme construire un équivalent
de méthodes avancées comme I'analyse en avant de Karp et Miller sur des réseaux de Pétri [Gouio]. Par ailleurs, la nature topo-
y

logique de ces espaces permet de capturer des arguments de terminaison provenant aussi bien de la théorie des beaux préordres,
que d’arguments algébriques sur des idéaux de polyndmes, ce qui a permis, par exemple, la vérification de “programmes poly-
nomiaux concurrents sur canaux avec perte” par GOUBAULT-LARRECQ [Gouro]. Les polynémes sont intégrés dans le cadre
des espaces Neethériens au travers de résultats de géométrie algébrique et la notion de cléture de Zariski [voir 'Exercice 9.7.

7
de Gours].

En résumé, il y a deux solutions concurrentes pour résoudre de maniere systématique le probleme posé par 'ensemble de Rado.
Le premier est de restreindre I'ensemble des beaux préordres d’intéréts a une classe laissée stable par Porg (les pré-meilleurs-
ordres). Une seconde est de généraliser les ensembles considérés, de maniere & conserver les propriétés de décidabilité désirées,
tout en incluant 'ensemble de Rado et son ensemble des parties (les espaces Noethériens). Il faut comprendre que, dans cette

5. Cest-a-dire, le préordre de Hoare, qui est défini par X <p, Y sipourtoutz € X, ilexistey € Y telquex < y.
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seconde approche, on ne peut se contenter de restreindre lopération Porq, il faut inventer une nouvelle opération, Piop, qui
opere sur des espaces topologiques, et coincide avec Porq sur les préordres. Ainsi, Prop : E. Topologiques — E.Topologiques
appliqué a I'ensemble de Rado produit un espace topologique Neethérien, qui ne correspond pas 4 un beau préordre.

2.2.3 Les limites de 'approche Noethérienne

A chaque topologie 7 sur un espace @, on peut associer son préordre de spécialisation < sur (). Les topologies Noethériennes
généralisent les beaux préordres dans le sens ot1, pour chaque beau préordre, il existe une topologie Noethérienne dontil est le
préordre de spécialisation. ©7 Au contraire, plusieurs topologies peuvent avoir le méme préordre de spécialisation.

Tout I'intérét des espaces Noethériens réside dans le fait qu’il existe des topologies Neethériennes dont le préordre de spéciali-
sation n’est pas un beau préordre. Cependant, cette liberté pose la question de la validité de la généralisation, dans un sens que
nous allons décrire maintenant. Le lemme de Dickson prouve quessi (X, <x) et (¥, <y) sont des beaux préordres, alors leur
produit X x Y, muni de lordre produit (z1,y1) < (22,y2) si et seulementsizy < g ety; < Yo est un beau préordre.
Un analogue topologique de ce lemme est le fait que, pour deux espaces Noethériens (X, 7x) et (Y, 7y ), le produit X x Y
est Noethérien ... pour une certaine topologie. Pour prétendre que le lemme topologique est une généralisation du lemme de
Dickson, on peut proposer les conditions suivantes :

1. SiTx apour préordre de spécialisation < x et Ty a pour préordre de spécialisation <y, alors la topologie choisie pour
le produit devrait avoir pour préordre de spécialisation lordre produit < x xy.

2. SiTx estla topologie la plus fine associée 2 <x, Ty est la topologie la plus fine associée 2 <y, et que <x et <y sont
des beaux préordres, alors Tx x v est la topologie la plus fine associée 3 < x » v, qui est un beau préordre.

Dans le cas du produit, il existe une topologie naturelle (au sens catégorique) pour cet espace, la topologie produit. Cette
topologie vérifie les points 1 et 2 précédents. Mais on peut imaginer d’autres topologies, beaucoup plus étranges, qui satisfont 1
et2. En particulier, sur des espaces topologiques qui ne proviennent pas d’espaces préordonnés, le constructeur est extrémement
libre, puisqu’il existe de nombreuses topologies dont le préordre de spécialisation est un préordre donné. 8

Cette question de canonicité de la topologie associée a un constructeur peut sembler anecdotique, mais elle se retrouve de
maniére non triviale dans la généralisation de théorémes plus poussés sur les beaux préordres, comme le fait que X* est un
beau préordre lorsqu’il est muni de la relation d’inclusion de sous mots de Higman, et que X était déja lui-méme un beau
préordre [Higs2]. Le lemme de Higman topologique, proposé par GouBAULT-LARRECQ [Goui3], propose une définition
ad-hoc de la topologie sous-mot, vérifiant les points 1 et 2. De méme, la généralisation du théoreme de Kruskal, qui traite d’'un
beau préordre sur les arbres [Kruy2] au cadre topologique d passe par la construction d’une topologie bien choisie [Gours].
Dans les deux cas, le cadre topologique proposé est #ne généralisation possible du cas des préordres.

Dans le cas des préordres, les preuves du lemme de Higman et du théoréme de Kruskal reposent généralement sur un argu-
ment de manvaise séquence minimale introduit par NasH-WILLIAMS [Nas6s]. Les preuves utilisant cette technique sont assez
subtiles, et peuvent facilement savérer erronnées [voir par exemple l'erratum de Galg7; et une preuve correcte par SSN13]. De
plus, ces arguments ne sont pas compositionnels, pour chaque constructeur (mots, arbres, etc.) il faut construire un nouvel
argument de mauvaise séquence minimale adapté [voir par exemple DTo3; et DRT10].

Les analogues topologiques du lemme de Higman et du théoréme de Kruskal obtenus pour les espaces Noethériens reposent
aussi sur des arguments de mauvaise séquence minimale, mais dans une version topologique [ Gours, Section 9.7]. Il faut noter
cependant que les définitions comme les preuves ont une complexité accrue par rapport aleurs homologues préordonnés, et que
Pargument de mauvaise séquence topologique minimale est encore plus subtil [voir Ierrata n. 26 de I'article de blog Gouz2b].

2.2.4 Constructions inductives

Il est possible d’argumenter que, déja dans le cas des beaux préordres, le choix de I'ordre sur les mots finis ou les arbres a une
grande importance, et qu’il comporte une part d’arbitraire. Cependant, les travaux de HasEcawa [Haso2] ont démontré que,

6. Ilest possible de renforcer cette affirmation, mais ce n’est pas utile pour cette introduction.

7. N’ayant jamais défini la notion despace topologique, d’espace Neethérien, ce résumé ne définira pas non plus le préordre de spécialisation.

8. Remarquonsaussi que la propriété (2) na pas de sens si l'on considere des constructions qui ne préservent pas les beaux préordres, ce qui est précisément
le cas de Popération Porq.
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dans un cadre assez générique, on peut définir de maniere naturelle un beau préordre sur des constructions inductives. Pour
fixer une notation, on considere un fonctenr F': Préordres — Préordres, qui préserve les beaux préordres, et lobjectif est
de définir un beau préordre sur le plus petit point fixe de F' (qui existera grice 4 des conditions supplémentaires posées sur
F’). Le cadre catégorique proposé par Hasegawa permet de retrouver les théorémes de Kruskal et le lemme de Higman a partir
de la définition inductive des mots et des arbres. On peut noter que, suivant des motivations différentes, le récent travail de
FREUND [Fre20] sur le théoreme de Kruskal donne un autre cadre catégorique permettant de définir des beaux préordres sur
des constructions inductives, qui coincide bien avec les notions usuelles dans le cas des mots finis et des arbres finis. Ces deux
résultats semblent relativement peu connus et utilisés par la communauté, ce qui peut sexpliquer par leur cadre théorique
reposant sur des constructions non triviales en théories des catégories, et donc relativement hermétique.

Dansle cas des espaces Neethériens, il n’existe pas de construction générique permettant de définir une topologie sur des espaces
X construits comme des points fixes. De plus, les conditions placées dans les deux cadres catégoriques susmentionnés implique
que les constructeurs F' considérés doivent avoir un support fini, ce qui exclut d’office une grande famille de constructeurs
pour les espaces Ncethériens. Le fait d’avoir un support fini revient 4 dire que, pour tout élément a € F(X), il existe un sous
ensemble fini Y Cgin X tel que @ est construit a partir des éléments de Y. Cest bien le cas des mots et des arbres, mais cela exclut
Pord par exemple. De plus, de récents travaux sur les espaces Noethériens ont démontré la possibilité (et 'intérét) de placer des
topologies Noethériennes sur des espaces qui ne sont pas immédiatement obtenus comme des plus petits points fixes, comme
les mots infinis [Gouz2a], ou les mots de longueur ordinale [GHL22].

2.3 Contributions de l’article

Cet article apporte deux contributions principales. La premitre est 'introduction d’un théoréme de plus petit point fixe pour
les topologies Neethériennes, basé sur un argument de mauvaise séquence minimale topologique. La seconde est I'utilisation
de ce théoreme pour déduire une topologie Neethérienne sur des espaces définis inductivement.

Notons que la premiere contribution dévie significativement des analogues proposés dans le cadre des préordres. En effet, au
lieu de considérer une suite d’espaces topologiques définie par I'équation X, 11 = F(X,,), ol le constructeur F fait varier
simultanément I'ensemble des points de I'espace et sa topologie, on considére un ensemble X fixé de points et une fonction
F’ qui raffine une topologie sur X. Dans ce cadre la construction de I'espace X est découplée de la construction de la topo-
logie sur X. En particulier, I'espace X lui-méme n’a pas besoin d’étre défini par induction. Le théoreme isole une condition
suffisante tres simple qui garantit que le plus petit point fixe est Nocthérien. En particulier, cela permet d’encapsuler toute la
complexité des preuves par mauvaise séquence topologique minimale dans un théoréme aux hypothéses simples (hors de tout
cadre catégorique en particulier).

Dans le cas plus spécifique ot I'espace X est lui-méme défini par une équation de plus petit point fixe, une définition induc-
tive d’une topologie sur X permet d’utiliser le théoréme précédent et d’équiper X d’une topologie Neethérienne, directement
dérivée de sa construction inductive. Cela généralise la construction de HASEGawaA [Hasoz ] au cadre topologique, au sens ot,
dans le cas des préordres, on retrouve exactement ce que donne le cadre proposé par HAsEGawa [Hasoz].

Tout au long de I'article, de nombreux exemples de constructions (mots finis, arbres finis, mots infinis, mots transfinis, arbres
avec branchement ordinal, etc.) sont proposés afin d’illustrer comment le théoreme de point fixe permet de généraliser les
résultats déja connus avec des preuves plus simples, en proposer de nouveaux, mais aussi montrer que cette approche uniforme
donne une légitimité nouvelle aux généralisations topologiques des constructions sur les ordres : les topologies proposées, faute
d’étre les plus topologies Noethériennes les plus fines sur un espace donné, ® sont obtenues par un procédé uniforme.

2.4 Conclusion

Cet article propose une condition sémantique simple permettant de garantir qu’une topologie obtenue comme un plus petit
point fixe est Noethérienne. L’idée principale est de fixer I'espace et ne faire varier que la topologie, ce qui simplifie grandement
les équations et évite I'introduction d’un cadre catégorique. Par la suite, il est possible d’utiliser ce théoreme de point fixe sur
les topologies pour en déduire un théoreme de point fixes sur les espaces topologiques dans le cade catégorique idoine.

9. Il n’y a pas de topologie Neethérienne la plus fine sur ces espaces en général.
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Le théoréme de point fixe sur les topologies semble étre la bonne abstraction des arguments de mauvaise séquence minimale
topologique. Tout comme ces derniers, il ne fournit aucun contréle sur les invariants ordinaux des topologies Neethériennes
ainsi construites. En ce sens, il manque encore a la théorie une maniere de contréler quantitativement les espaces Noethériens
définis par induction.
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3 Fonctions Z-polyrégulieres

Ce document est le résumé en francais de I'article [CDL23], présenté a la conférence LICS 2023, dont le pdf, les slides de pré-
sentations, ainsi que le fichier bibtex associé sont disponibles sur ma page web.

3.1 Résumé

Cet article étudie une classe de fonction particuli¢rement robuste des mots finis vers les entiers relatifs. Ces fonctions, nommées
Z-polyregulieres, admettent de nombreuses caractérisations équivalentes en termes de logique, d’expressions rationelles, d’auto-
mates pondérés, et de transducteurs. Apres avoir démontré I'équivalence (effective) de ces définitions, nous nous intéressons a
deux problemes de décision. Dans un premier temps, nous montrons que le degré de croissance d’une fonction Z-polyréguliere
(Cest-a-dire, le plus petit k tel que f(w) = O(|w|*)) est calculable et correspond précisément au nombre minimal de variables
requises pour exprimer la fonction 2 laide de formules MSO. Dans un second temps, nous montrons que la définissabilité au
premier ordre des fonctions Z-polyrégulieres est décidable. Ce résultat est obtenu grice a Pintroduction d’'une notion nouvelle
de transducteur résiduel, ainsi que d’une présentation sémantique de la notion d’apériodicité dans le cas des fonctions.

3.2 Contextualisation

Les automates déterministes reconnaissent des langages réguliers. Ces mémes langages peuvent se caractériser par une présen-
tation syntaxique [les expressions régulieres de Kles6], une présentation logique [basée sur MSO, voir Biic6o], ainsi qu’une
présentation algébrique [sur la base des monoides finis Schér]. Au sein des langages réguliers, une classe particulierement inté-
ressante possede, elle aussi une présentation multiple : celle des langages sans étoile. Ces langages se décrivent aussi bien en terme
d'automates [les automates sans compteurs de MP71], d’expressions régulieres [les expressions sans étoile Schés], de logique
[la logique au premier ordre FO, voir PP86], et d’algebre [les monoides finis apériodiques Schés].

De I’équivalence des présentations des langages sans étoile découle la décidabilité du probléme suivant : étant donné un langage
régulier L, décider s’il est sans étoile. En effet, décider si un monoide est apériodique est relativement simple, tout comme décider
si un automate est sans compteurs. Cependant, la décision repose aussi sur I'existence d’automates (ou de monoides) canonigues
associées aux langages (respectivement 'automate minimal et le monoide syntaxique), sans quoi les algorithmes susmentionnés
ne permettent pas de conclure.

Les langages réguliers sont un cas particulier de fonctions des mots vers les entiers (relatifs) ot les valeurs de la fonction sont
prises dans le sous ensemble {0, 1}. De nombreux travaux ont entrepris de généraliser la notion de régularité 2 des fonctions
mot-2-mot, cest-3-dire, 4 des fonctions f: £* — I', en lieu et place des fonctions 17,: £* — {0, 1}. Ces tentatives ont
mené 2 une myriade de classes de fonctions non équivalentes (comme les fonctions séquentielles, rationnelles, régulieres, po-
lyrégulieres, etc.). Les problemes de décision associés  ces classes, et en particulier le probléme de Papériodicité, deviennent
beaucoup plus difficiles 2 appréhender dans le cadre fonctionnel [voir Sco67]. Un obstacle conceptuel majeur provient de I'ab-
sence d’objet canonique (similaire 2 'automate minimal d’un langage) associé  la fonction dans de nombreux modeles. Ainsi,
il n’est pas surprenant que la récente démonstration de la décidabilité de lapériodicité pour les fonctions rationnelles repose
sur la construction d’un tel “objet canonique” sur lequel apériodicité est clairement visible [FGL16; Fil+18].

3.3 Contributions de ’article

Cet article (ré-)introduit une classe de fonctions des mots vers les entiers relatifs qui généralise les langages réguliers tout en
conservant leurs propriétés de décidabilité ainsi que les différentes caractérisations de ceux-ci. Dans un premier temps, nous
montrons I'équivalence (effective) des différentes présentations en termes de logique, d'expressions, d’automates pondérés, ainsi
que de transducteurs.

Par la suite, nous proposons un algorithme de minimisation du nombre de variables nécessaires pour exprimer une fonction
Z-polyréguliere f. Cela met en évidence I’égalité entre le nombre minimal de variables nécessaires et le degré de croissance de
la fonction f (qui est donc calculable). Ce résultat est #7¢és simple 2 obtenir pour des fonctions a valeur dans N (ot il était déja
connu), mais plus subtil 2 obtenir dans le cadre des fonctions 4 valeur dans Z, 4 cause des compensations possibles entre termes
négatifs et termes positifs. La décidabilité du degré de croissance permet ensuite I'élaboration d’un objet canonique associé 4
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une fonction Z-polyréguliere : le transducteur des résiduels. Sa définition utilise la possibilité de soustraire des fonctions Z-
polyréguliéres, ce qui était jusque-1a un handicap dans les preuves. Sa construction est effective grice 2 la décidabilité du degré
de croissance.

A partir de cet objet canonique, on peut alors décider si une fonction Z-polyréguliére f est définissable au premier ordre (i.e., est
sans étoile ou apériodique). Nous montrons que la définissabilité au premier ordre coincide bien avec la notion d’apériodicité
dans le cas des langages, et que les caractérisations alternatives se généralises aux fonctions Z-polyrégulieres : le transducteur
des résiduels est sans compteur, les valeurs propres associées  la présentation algébrique sont 0 ou 1, la fonction s’écrit avec
une expression sans étoile. De plus, nous introduisons une caractérisation sémantique originale qui généralise la notion d’apé-
riodicité dans les monoides au cas des fonctions a valeur dans Z en termes de polyndmes. Les résultats de cette seconde partie
de l'article reposent crucialement sur étude préalable des fonctions Z-polyrégulieres faite dans la premiere partie de Iarticle.

3.4 Conclusion

Cet article décrit une classe extrémement robuste de fonctions généralisant les langages réguliers, qui admet de multiples ca-
ractérisations, et dont les principaux problemes d’appartenance (degré de croissance, apériodicité) sont décidables et possedent
une procédure effective de conversion. Nous pensons que ces résultats, bien que reposant crucialement sur la possibilité de
compenser des erreurs grice aux sorties négatives (qui peut se concevoir comme une forme limitée de backtracking), peuvent
se généraliser (avec des preuves plus combinatoires) au cadre des fonctions 4 valeur dans N.

Par ailleurs, la définition de fonctions apériodiques 2 valeur dans Z ne coincide pas avec les précédentes tentatives de généra-
lisations des langages sans étoile aux séries rationnelles, et semble donner une direction prometteuse pour définir les “séries
rationnelles apériodiques”.
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4 Commutative N-Polyregular Functions

Ce document est le résumé en francais de l’article [Lop24a] accepté 2 STACS 2025, qui est disponible sur arXiv, dont le pdf, des
slides de présentation, ainsi que le fichier bibtex associé sont disponibles sur ma page web.

4,1 Résumé

Cetarticle étudie quelles fonctions calculées par des automates pondérés 3 poids dans Z peuvent étre réalisées par des automates
pondérés a poids dans N, sous deux hypotheses supplémentaires : la commutativité (Pordre des lettres dans entrée na pas
d’importance) et la croissance polynomiale (la sortie de la fonction est bornée par un polynéme en la taille de 'entrée). Jutilise
cette caractérisation effective pour décider si une fonction calculée par un automate pondéré i poids dans N, commutatif et de
croissance polynomiale, est sans étoile, une notion importée de la théorie des langages réguliers qui a fait I'objet de nombreuses
investigations dans le contexte des fonctions moz-vers-mot au cours de la derniere décennie.

4,2 Contextualisation

Ce travail s’inscrit a 'intersection de deux domaines de recherche en théorie des automates. D’une part, la généralisation du
modele qualitatif classique des automates finis non-déterministes 2 un modele quantitatif ol les transitions sont étiquetées par
des éléments d’un semi-annean S (automates pondérés), et de lautre la généralisation des langages rationnels 4 des fonctions des
mots vers les mots (transductions). Ces deux directions sont en général incomparables, sauf dans le cas ot le semi-anneau de
lautomate pondéré est N, et ot les fonctions calculées ont un alphabet de sortie #naire, auquel cas I'isomorphisme (N, +) ~
({1}*,-) permet de faire le lien entre ces deux modeles. Commengons par rappeler quelques définitions pour comprendre le
contexte de ce travail.

Les automates pondérés sont une généralisation des automates finis non-déterministes ot les transitions sont étiquetées par des
éléments d’un semi-anneau S, par exemple N ou Z. Les fonctions calculées par ces automates sont appelées séries rationnelles et
sont une généralisation des langages rationnels [BRio]. Les séries rationnelles 4 valeurs dans N (NRat) sont un sous-ensemble
des séries rationnelles 4 valeurs dans Z (ZRat), et un probleme ouvert est de décider si une série rationnelle dans ZRat est dans
NRat [Kar77].

Ce probleme a fait 'objet de nouvelles investigations dans le contexte des fonctions polyréguliéres (Poly), un modele de clacul qui
vise & généraliser la théorie des langages réguliers au cadre des fonctions mot-vers-mot [Boji8]. Dans le cas des langages réguliers,
les langages sans étoile forment une sous-classe robuste des langages réguliers décrits équivalents en termes de logique du premier
ordre [MP71], dautomates sans compteurs [MP71], ou de monoides apériodiques [Sch6s]. De maniére analogique, il existe
un fragment sans étoile des fonctions polyrégulieres appelé fonctions polyréguliéres sans étoile (SF) [Boji8]. Un probleme ouvert
dans ce domaine est de décider si une fonction polyréguliere est sans étoile.

Pour aborder les problemes de décision sur les fonctions polyrégulieres, il a été fructueux de restreindre I'alphabet de sortie 2 une
seule lettre [Douzr; Douz2]. Parce que les mots sur un alphabet unaire sont canoniquement identifiés avec les nombres naturels,
les fonctions polyrégulitres 4 sortie unaire sont souvent appelées fonctions N-polyréguliéres (NPoly), et leur contrepartie sazns
éroile N-polyréguliere (NSF). Or, il se trouve que les fonctions polyrégulieres avec sortie unaire forment une sous-classe des
séries N-rationnelles, 4 savoir la classe des séries N-rationnelles avec une croissance polynomiale, Cest-a-dire que la sortie de la
fonction est bornée par un polynéme en la taille de I'entrée. Dans mes travaux avec Colcombet et Douéneau-Tabot [CDL23],
jai introduit avec mes co-auteurs la classe des fonctions Z-polyrégulieres (ZPoly), qui est une généralisation des fonctions
N-polyrégulitres autorisant des sorties négatives, et montré que lappartenance 2 la sous-classe sans étoile ZSF de ZPoly est
décidable [CDL23, Theorem V.8]. Bien que cela ne permettait pas décider NSF au sein de NPoly, il a été conjecturé que NPolyNn
ZSF = NSF [Douz23, Conjecture 7.61]. Ainsi, il semblerait que comprendre le probléme de I'appartenance de NPoly dans
ZPoly, c’est-a-dire une version restreinte du probleme équivalent pour les séries rationnelles, serait une étape clé pour prouver
NPoly N ZSF = NSF, ce qui donnerait espoir pour la conception d’un algorithme pour le probléme de décision sur les
fonctions sans étoile.
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4,3 Contributions de l'article

Dans cet article, je travaille avec une condition supplémentaire, la commautativité de Uentrée, cest-a-dire que la fonction est in-
variante par permutation des lettres du mot en entrée. Sous cette hypothése, je prouve que NPoly N ZSF = NSF, comme
conjecturé dans le cas général. Jai également congu un algorithme qui décide (sous la méme hypothese de commutativité) si
une fonction dans ZPoly est dans NPoly, ce qui était un probléme ouvert [Douz3, Open question s.55]. Au vu de la correspon-
dance entre les fonctions Z-rationnelles de croissance polynomiale et les fonctions Z-polyrégulieres [CDL23], cela peut étre vu
comme un algorithme pour le probléme de décision de NRat au sein de ZRat, sous la double hypothese de commutativité et
de croissance polynomiale.

Une premiere étape de mon travail a été de caractériser completement les polyndmes multivariés i coeflicients dans QQ qui sont
calculables par des séries N-rationnelles (resp. Z-rationnelles). Cette caractérisation a permis de mettre en lumiere une erreur
dans une caractérisation précédente de ces polyndmes [Kar77, Théoréme 3.3, page 4]. J’ai également démontré que ce précé-
dent résultat est correct lorsque les polynémes possedent deux indéterminées ou moins, expliquant pourquoi cette erreur est si
longtemps passée inapergue. En plus de proposer des caractérisations décidables de ces classes polyndmes, cela met en exergue
la combinatoire intrinseque des fonctions dans NPoly (resp. ZPoly) en les décrivant comme des combinaisons de coefficients
binomiaux. En particulier, les phénomeénes observables de division (comme calculer la fonction n +— n(n—1)/2) etde soustrac-
tion (comme calculer la fonction n +— n% —n-+1) présentes pour certaines fonctions de NPoly n’existent qu’a cause de écriture
des polyndmes dans une base inadaptée (la base naturelle X 2, X, 1) aulieu d’une base utilisant des coefficients binomianx trans-
latés de la forme (X;k) Cela permet par ailleurs de conclure que les polynémes exprimables par des fonctions Z-rationelles
(resp. N-rationnelles) sont exactement ceux exprimables par des fonctions Z-polyrégulieres (resp. N-polyrégulieres) sans étoile,
confirmant Pintuition selon laquelle les polynémes sont des fonctions intrinsequement sans étoile.

Au cours de cette étude, j’ai développé les méthodes de Douéneau-Tabot basées sur I'idée de pompage quantitatif’ de fonctions,
qui joue un réle analogue 4 celui du lemme classique de pompage pour les langages réguliers et les langages algébriques. Si un
lemme de pompage classique s’écrit typiquement comme une équivalence de la forme Vn € Nouv"w € L <= wovw € L,
ou L est un langage, un lemme de pompage guantitatif’ décrit la régularité d’une fonction f: 3* — Q lorsqu’appliquée a des
mots de la forme uv™ w, ainsi, f (uv* w) devient une fonction de Nvers Q, qu’il est possible d’étudier avec des outils classiques
danalyse fonctionnelle. On pourra dire que f (uvX w) est une fonction crvissante, est un polynéme en X, ou est bornée par un
polynéme en X. Je conjecture que les propriétés d’une fonction polyréguliere f s'observent directement 4 travers une légere
généralisation de la notion de pompage : au lieu de considérer un motif de la forme wvXw, on peut considérer une fonction
polyréguliére sans éroile et commutative p et observer f o p. Plus précisément je conjecture que :

1. Une fonction Z-polyréguliere f est une fonction N-polyréguliere si et seulement si pour toute fonction polyréguliere
sans étoile et commutative p, f o p est N-polyréguliere.

2. Une fonction N-polyréguliere f est une fonction N-polyréguliere sans étoile, si et seulement si pour toute fonction
polyréguliere sans étoile et commutative p, f o p est sans étoile.

Si ces conjectures sont vérifiées, alors le probleme de décision d’appartenance a NSF au sein de NPoly et celui de I'appartenance
4 NPoly au sein de ZPoly sont tous deux décidables. En effet, un semi algorithme consiste & deviner une fonction dansla bonne
classe (NSF ou NPoly) puis tester ’équivalence, ce qui est possible pour ces fonctions. Un second semi algorithme consiste &
deviner une fonction p commutative polyrégulitre et sans étoile, servant de contre exemple puis de vérifier si f o p appartient
4 la classe en question. Cette derniére étape de vérification est rendue possible grice aux résultats obtenus sur les fonctions
commutatives, ce qui est le cas de f o p, puisque p est commutative.

4.4 Conclusion

Dans ce travail, je corrige une erreur de plus de 40 ans et je propose une approche nouvelle et prometteuse pour répondre a
deux questions ouvertes sur les fonctions polyréguliéres et les séries rationnelles.
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5 Largeur de clique linéaire et beaux préordres

Ce document est le résumé en frangais de I'article [Lop24b] qui est disponible sur arXiv, dont le pdf, des slides de présentation,
ainsi que le fichier bibtex associé sont disponibles sur ma page web.

5.1 Résumé

Dans cet article, je caractérise les classes de graphes largeur de clique linéaire bornée qui sont des beaux préordres pour 'ordre
sous-structure induite en présence de couleurs sur les sommets. De plus, dans le cas ol la classe est donnée sous la forme d’une
transduction MSO depuis des mots finis, je fournis un algorithme pour décider cette propriété. Cette étude sappuie sur des
outils de la théorie des automates, et le schéma de preuve permet de dériver une version faible de la conjecture de Pouzet pour
les classes de graphes de largeur de clique linéaire bornée. De maniere plus générale, la ligne directrice de cet article est 'idée que
les classes de graphes qui sont des beaux préordres pour l'ordre sous-structure induite sont en correspondance avec des classes
d arbres munis de lordre de plongement avec tron de DERSHOWITZ et TZAMERET [DTo3]. Ceci est démontré pour les classes de
graphes de largeur de clique linéaire bornée, et vérifié pour les classes de graphes étudiées par DALIGAULT, Ra0 et THOMASSE

[DRT10].

5.2 Contextualisation

Un préordre (X, <) est un bean préordre si toute suite () nen d’éléments de X posséde une paire croissante ¢ < j telle que
x; < . Par exemple, ensemble N x N est un beau préordre pour 'ordre produit. En théorie des graphes, le résultat fonda-
mental de ROBERTSON et SEYMOUR [RSo4] montre que 'ensemble des graphes finis est un beau préordre pour lordre mineur.
Du point de vue de la vérification formelle, les beaux préordres sont au caeur des algorithmes de vérification des systemes bien
structurés [Abd+96].

Les beaux préordres possedent une riche théorie de cléture : ils sont fermés par produit, somme, et sous-ensemble. En sus, ils
sont clos par des constructeurs plus exotiques comme I'ensemble des parties finies, I'ensemble des mots finis, ou I'ensemble des
arbres finis [Higs2; Kruy2]. Ces propriétés rendent 'utilisation des beaux préordres aisée lors de la modélisation de systemes
bien structurés : on peut représenter les états d’un systéme en combinant différents beaux préordres.

Cependant, et comme étudié dans larticle LorEZ [Lop23], lordre placé sur une construction comme « I'ensemble des mots
finis sur (X, <) » ou « l'ensemble des arbres finis sur (X, <) » manque de canonicité, dans le sens ot il n'existe pas de préordre
le plus fin qui rende ces constructions bien préordonnées. La solution retenue pour a été de considérer les mots finis et les arbres
finis comme des constructions inductives, et de proposer une définition systématique d’ordre sur ces constructions inductives.

Une autre solution, qui est celle retenue dans cet article, est de considérer que les ordres sur I'ensemble des arbres finis et des
mots finis sont en réalités des ordres de sous structure-induite, lorsque ceux-ci sont vus comme des structures relationnelles finies.
En effet, lordre sous mot épars de HicMAN [Higs2], est en réalité Iordre de sous-structure induite pour I'ensemble des ordres
linéaires coloriés (cest-a-dire, des mots). De maniére similaire, I'ordre de plongement d’arbre de KRuskaL [Kru72] correspond
alordre sous-structure induite sur les arbres finis représentés par des structures coloriées utilisant la relation « plus petit ancétre
commun ». Cette présentation est particuli¢rement naturelle, car ces ordres sont généralement définis en terme de morphismes
[voir HSS13]. Une généralisation de cette présentation se heurte au fait que 'ensemble des graphes finis (une classe de structures
trés simple) n’est pas un beau préordre pour l'ordre sous-structure induite.

Avant de comprendre guelles classes de structures relationnelles finies donnent lieu 4 un constructeur de beau préordre pour
Tordre sous-structure induite, il est nécessaire de comprendre dans quel cas des classes de graphes possédent cette propriété. Ce
sujet a déja été érudié par DING [Ding2], ot il est montré que les classes de graphes ayant sreedepth bornée sont des beaux
préordres pour l'ordre sous-structure induite, et ce méme avec coloriage. Depuis, la question de la caractérisation des classes de
graphes qui sont des beaux préordres pour l'ordre sous-structure induite est restée ouverte, avec des contributions récentes de
DaLIGAULT, Ra0 et THOMASSE [DRT10], ainsi que de DaBROWSKI, LoZIN et PAULUSMA [DLP18] ou DaBROWSKI, LOZIN
et PauLusma [DLP20o].

Il faut bien distinguer différentes approches en fonction de I'intérét des auteurs et autrices :
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1. Montrer qu’une classe de graphe est un constructenrs de beaux préordres, cest-a-dire, que pour tout beau préordre
(X, <), l'ensemble des graphes coloriés par X est un beau préordre pour l'ordre sous-structure induite, ot X est vu
comme un ensemble de couleurs ordonnées.

2. Montrer qu’une classe de graphes est un beau préordre pour lordre sous-structure induite, pour tout nombre arbi-
trairement grand mais fini de couleurs. On dit alors que la classe est un beawu préordre avec étiguettes, ou un w-beau
préordre.

3. Montrer qu’une classe de graphes est un beax préordre pour l'ordre sous-structure induite, avec un nombre fini de
couleurs fixé (au moins 2 couleurs). On dit alors que la classe est un k-bean préordre, ot k estle nombre de de couleurs
utilisées.

4. Montrer qu’une classe de graphes est un beau préordre pour I'ordre sous-structure induite, sans aucune notion de colo-
riage.

Dans cet article, on s’intéressera principalement 2 la propriété (1), mais la littérature est plutdt concernée par les propriétés (3)
et (4). Notons que (1) implique (2), qui implique (3), qui implique (4). On peut démontrer que I'implication (3) = (4) est
stricte, mais il a été conjecturé par POUZET [Pouy2] que 'implication (2) = (3) esten réalité une équivalence. Je conjecture
que 'implication (1) == (2) est également une une équivalence.

Jusqu’a présent, la notion de largenr de cligue n’a pas été utilisée dans ce résumé, et son apparition dans cet article est motivée
par les travaux de DALIGAULT, Rao et THOMASSE [DRT10], qui ont étudié certaines classes de graphes de largeur de clique
bornée et caractérisé lesquelles sont des beaux préordres pour lordre sous-structure induite avec coulenrs (propriété 2). En plus
de fournir un cadre théorique agréable dans lequel travailler, les auteurs conjecturent qu’une classe de graphes héréditaire *°
et qui est un 2-beau préordre (propriéeé 3) a toujours une largeur de clique bornée [DRT10, Conjecture 5]. Originellement,
la notion de largeur de clique bornée a été introduite par Courcelle [Cougr; Coug4; CER93] afin de généraliser les langages
réguliers aux classes de graphes, et fournit un cadre théorique agréable pour représenter de telles classes.

5.3 Contributions de l'article

Dans cet article, je caractérise les classes de graphes largeur de clique linéaire bornée qui sont des beaux préordres pour lordre
sous-structure induite en présence d’un nombre arbitraire couleurs (propriété 2). Cette caractérisation est incomparable a celle
de [DRT10] car je me limite 4 la largeur de clique linéaire, alors que [DRT10] se limite certaines classes ayant une largeur de
clique bornée.

De plus, je fournis un algorithme pour décider si une classe de graphes donnée sous la forme d’une transduction MSO depuis
des mots finis est un beau préordre pour l'ordre sous-structure induite. Cet algorithme, basé sur des outils de la théorie des
automates peut se généraliser pour expliquer de maniére purement algébrique les résultats ad-boc de DALIGAULT, Rao et
TroMassE [DRT1o]. Enfin, je démontre que 'équivalence (1) <= (2) est vraie pour les classes de graphes de largeur de
clique linéaire bornée.

Au coeur de ces résultats se trouve le théoréme de factorisation de SiMoN [Sim9o], qui permet de remplacer les formules MSO
par des arbres colorés de profondeur finie. Ce théoréme permet de réduire une classe de graphes de largeur de clique linéaire
bornée qui est un beau préordre a une classe de mots imbriqués de profondeur finie, qui est elle-méme un beau préordre pour
lordre de HigmAN [Higsz2] « imbriqué ». Cette caractérisation, en plus de révéler une structure arborescente sous-jacente
pour les classes de graphes ayant une largeur de clique linéaire bornée, fait apparaitre comme naturel I'ordre de plongement
avec trou de DERsHOWITZ et TZAMERET [DTo3] : dans le cas des mots finis, cet ordre est précisément lordre de Higman
emboité.

Cette découverte mene a la conjecture suivante : une classe de graphes héréditaire et qui est un constructeur de beau préordre
pour lordre sous-structure induite est en correspondance avec une classe d’arbres munie de l'ordre de “plongement avec trou”
(potentiellement imbriqué) de DERsHOWITZ et TZAMERET [ DT 03], ce qui fait le lien avec ’étude précédemment mentionnée
sur les constructions inductives [ Lop23], ce préordre étant lui-méme obtenu inductivement [DTo03; Fre20]. J’ai démontré cette
conjecture pour les classes de graphes étudiées par DALIGAULT, Rao et THOoMASSE [DRT10].

10. Clest-a-dire, fermée par sous-structure induite.

Page 17 sur 22



DocuMENT JOINT A LA LISTE DES PRODUCTIONS ArrauMmE LorEz

5.4 Conclusion

Cet article démontre que ’hypothese de largenr de cligue bornée fournit un cadre théorique propice a I'étude des classes de
graphes finis qui sont des beaux préordres pour l'ordre sous-structure induite, cela sans réduire la généralité du propos selon
[DRT1o0, Conjecture s]. De plus, il renforce les conjectures selon lesquelles les propriétés (1), (2) et (3) sont équivalentes. Enfin,
il ouvre la voie a I’étude plus générale des structures relationnelles finies, et fait le lien entre les beaux préordres obtenus en
coloriant des structures finies et ceux obtenus via des constructions inductives.
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